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The formulations developed in previous papers are approximately extended to more realistic
models of a metal. After a number of approximations and simplifications earlier results are obtained,
but with the electronic mass replaced by the effective mass of the conduction electrons. Boundary
conditions at the interface between two metals in electric contact are formulated and discussed

with respect to their consequences.

Die mikroskopische Theorie der Supraleitung wird
far Vereinfachung der Rechnung meist fir freie
Elektronen formuliert. Die periodische Struktur des
Kristallgitters und die daraus folgenden Energie-
bénder der Elektronen werden dann nicht beachtet.
Lediglich die Elektronenmasse wird in den physika-
lischen Aussagen als effektive Masse umgedeutet.
Auch die vorangehenden Arbeiten dieser Reihel
gingen von freien Elektronen aus; nur in V (S. 846)
wurde schon einmal ohne Rechtfertigung die effek-
tive Masse der Elektronen eingefiihrt.

In der jetzigen Arbeit soll versucht werden, Gitter-
struktur und Energiebander ndherungsweise zu be-
riicksichtigen. Die Ergebnisse sind wegen der be-
nutzten Naherungen nicht in jeder Hinsicht be-
friedigend; wir glauben dennoch, daBl sie ein ge-
wisses Interesse beanspruchen diirfen.

Die Fermi-Flache ist in einem Metall haufig kom-
pliziert gebaut. Vielfach erstreckt sie sich iiber
mehrere Energiebénder. Gitterbaufehler storen den
regelmafigen Aufbau eines wirklichen Metallkri-
stalls. Aulerdem besteht ein Metall, das nicht ge-
rade als Einkristall vorliegt, aus Kérnern mit ver-
schiedener Orientierung des Kristallgitters. Eine
Beriicksichtigung aller dieser Ziige hétte aber wohl
nur Sinn, wenn auch die durch Phononen vermittel-
te Elektron - Elektron -Wechselwirkung realistischer
und nicht in der tiblichen Stilisierung (punktférmig
und retardiert) eingefithrt wiirde.

In der folgenden Arbeit wird angenommen, dafl
die Fermi-Fliche in einem einzigen Leitungsband
liegt. AuBlerdem soll sie, ebenso wie die benach-

* Herrn P. JorRDAN zum 65. Geburtstag.

1 G. Ltpers, Z. Naturforschg. 21a, 680 (I), 1415 (II),
1425 (I11), 1842 (IV) [1966]; 22a, 845 (V) [1967]. Diese
Arbeiten werden als I usw., Gleichungen in ihnen als
Gl (L. 1) usw. zitiert.

barten Energieflichen, kugelformig sein. Wesent-
licher Parameter zur Beschreibung der Leitungs-
elektronen ist dann, auller der (von der Richtung
des Wellenzahlvektors unabhingigen) Fermi-Ge-
schwindigkeit v, die effektive Masse m* [Gl. (33)].
Bei kugelformigen Energieflichen braucht die Orien-
tierung der verschiedenen Korner nicht beachtet zu
werden. Unter diesen Voraussetzungen erweisen
sich die friiher fir freie Elektronen gewonnenen Er-
gebnisse im wesentlichen (bis auf die Ersetzung der
Masse durch die effektive Masse) als brauchbar. Da
die hauptsachlichen Erscheinungen der Supraleitung
von den feineren Ziigen der Fermi-Fliche, von
Gitterfehlern und korniger Struktur der Metalle
nicht entscheidend abzuhingen scheinen, bestehen
gegen die Anwendung der frither gewonnenen Be-
ziehungen auf wirkliche Metalle also keine wesent-
lichen Bedenken. Man sollte die Resultate, die hier-
aus etwa fur den Proximity Effekt gewonnen wer-
den, in ihrer numerischen Genauigkeit allerdings
nicht iiberbewerten.

Im wirklichen Metall schwankt das Paarpoten-
tial 4 (r), wenn es in iiblicher Weise definiert wird,
mehr oder weniger ausgeprigt mit der periodischen
Struktur des Kristallgitters. Physikalisch von Inter-
esse ist aber nur das iiber diese regelméafige Schwan-
kungen gemittelte Paarpotential A (r). In der Inte-
gralgleichung fiir 4 (r) bei einem Ubergang zweiter
Ordnung tritt daher auch nicht der Integralkern
K (r, r') auf, der unmittelbar aus der Greenschen
Funktion der Elektronen berechnet wird, sondern
ein entsprechend geglitteter Kern ", (r, r’) (Ab-
schnitt 3). Die naherungsweise Berechnung der
Greenschen Funktion der Elektronen im normal-
leitenden Zustand, die in Abschnitt 1 mit der Ein-
Band-Naherung ihren Ausgang nimmt, fihrt im
weiteren Verlauf unmittelbar zu diesem gegléitteten
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Kern. Zunachst aber geht die Greensche Funktion
Gy (r, r') uber in eine Funktion % (r, r'), der die
schnellen Schwankungen infolge der Gitterstruktur
fehlen. Die Funktion % (r, r’) wird dann in Ab-
schnitt 2 bei fehlenden Fremdatomen und fehlen-
dem Magnetfeld mittels der quasiklassischen Néhe-
rung aus III berechnet. Obwohl das Ergebnis ein-
fach ist und sich vermutlich {iberzeugender recht-
fertigen lieBe, sind die benutzten Naherungen un-
befriedigend. Das Resultat enthilt den sog. Massen-
tensor; fir kugelformige Fermi-Flache tritt im Re-
sultat auBler der Fermi-Geschwindigkeit nur die ef-
fektive Masse auf, und zwar an genau der gleichen
Stelle, an der bei freien Elektronen die wirkliche
Masse erschien. Der Vergleich mit III erlaubt daher
in Abschnitt 3, wenigstens fiir Leiter ohne Fremd-
atome und ohne Magnetfeld, den Kern £ (r, r')
durch eine Verteilungsfunktion im Phasenraum aus-
zudriicken, die einer Laplace-transformierten Boltz-
mann-Gleichung gehorcht. Die Einfiihrung von
Fremdatomen und von einem Magnetfeld wird zwar
plausibel gemacht, aber nicht im einzelnen vorge-
fiihrt. In Abschnitt 4 wird dann untersucht, ob all-
gemeine Eigenschaften (Symmetrieeigenschaften
und Summenregel) von ", (r, r') in unserer For-
mulierung giiltig bleiben. In Abschnitt 5 werden
schlieBlich halbphdnomenologische Grenzbedingun-
gen an der Kontaktfliche zwischen zwei Metallen
formuliert. Eine derartige Formulierung wird erst
jetzt sinnvoll, nachdem einige Ziige wirklicher Me-
talle berticksichtigt werden konnen. Es werden all-
gemeine Bedingungen aufgestellt, denen die Inte-
gralkerne, die in den Grenzbedingungen auftreten,
zu gehorchen haben, damit die allgemeinen Eigen-
schaften von ", (r, r’) auch in Gegenwart von Kon-
taktflichen richtig bleiben.

In den Abschnitten 1 und 2 werden bekannte Be-
griffe und Ergebnisse aus der Theorie der idealen
Kristalle und der Elektronen in derartigen Kristal-
len benutzt. Damit bei den Bezeichnungen, Normie-
rungen usw. keine Mif3verstindnisse auftreten kon-
nen, wird dabei eine Reihe bekannter Formeln
explizit angegeben.

1. Ein-Band-Niherung

Ein unendlich ausgedehnter idealer Kristall be-
sitzt die Symmetrie eines Translationsgitters, das
von drei linear unabhingigen Basisvektoren e;
(7 =1, 2, 3) erzeugt wird. Es besteht aus der Ge-

samtheit der Gittervektoren

B E (1)

mit ganzzahligen Koeffizienten n; (j = 1, 2, 3). Die
Basisvektoren spannen die Elementarzelle des Git-
ters auf, deren Volumen mit V, bereichert werden
soll. Man fiihrt in bekannter Weise eine Basis e des
reziproken Gitters ein durch

e éx=2mij (2)

mit §, k = 1, 2, 3. Diese Basisvektoren spannen die
Elementarzelle des reziproken Gitters auf.

Die Eigenfunktionen y (r) der Elektronen im Kri-
stall gehorchen der Schrodinger-Gleichung

(— 4w A+7O) v =By, @)

wobei das Potential V(r) im unendlichen idealen
Kristall die strenge Periodizitdt des Gitters

V(r+ n)=V(r) (4)

besitzt. Nach BrocH konnen die Lésungen in der
Form

Yi(r) = wx(r)exp (i k- r) (3)

geschrieben werden, wobei u(r) selbst im Gitter
periodisch ist. Der Wellenzahlvektor k kann auf eine
Elementarzelle des reziproken Gitters beschrankt
werden. Die Energien E hingen von k ab, miissen
wegen des Auftretens von Energiebandern aber
ebenso wie die Funktionen u,(r) auch durch das
jeweilige Band gekennzeichnet werden.

Zu jedem Band gehort eine Wannier-Funktion
@(r), d.h. es gilt

Yi(r) =D exp(ik-n)p(r —n), (6)

wobei die Summe iiber alle Gittervektoren n er-
streckt ist. Multipliziert man y,(r) mit einem von
k abhiangigen Phasenfaktor, so dndert sich ¢ (r). Im
weiteren soll angenommen werden, daf ¢ (r) um den
Ursprung herum lokalisiert ist. Die formalen Schliisse
sind von dieser Annahme allerdings unabhéngig.
Die Wannier-Funktionen verschiedener Biander sind
orthogonal aufeinander. Aulerdem gilt fiir die Wan-
nier-Funktion eines einzelnen Bandes

f(p*(r— n)p(r—n)d3r=0 (n=+n'). (7)

Es erweist sich schlieBlich als zweckmafig, Wannier-
Funktionen folgendermafen zu normieren

[lgpr)[2d3r="TVe.. 8)
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Aus der Vollstindigkeit der Eigenfunktionen g, (r)
von Gl. (3) und den genannten Orthogonalitats- und
Normierungsrelationen ergibt sich eine Vollstandig-
keitsrelation in der Form

%Z(pj(r —n)g*(r'—n)=40(r—r"), (9)
jn

wobei nicht nur uber alle Gitterpunkte n, sondern
auch iiber alle Bénder j zu summieren ist. — Aus
Gl. (3) folgt fiir die Wannier-Funktion eines Bandes
die Gleichung

(_ ,2,17;,4] + V(r))(p(r) = ZE,,(p(r —n); (10)

dabei sind die E, implizit durch die Beziehung

E(k)y=> exp(—ik-n)E, (11)
erklart, die sich nach Fourier leicht umkehren 1a83t.
E (k) ist die k-abhingige Energie [Eigenwert in
Gl. (3)] fur das betreffende Band.

Nach diesen Vorbereitungen soll die Differential-
gleichung (12)

(iw—l— 72% A—V(r) —f—,u,) Gy(r,r')=06(r—7)

(mit x als chemischem Potential = Fermi-Energie)
fir die Greensche Funktion der Elektronen zunéchst
naherungsweise umgeformt werden. Wir nehmen an,
daf3 die Leitungselektronen einem einzelnen Band
angehoren, und machen den Naherungsansatz

Gy(r,r') ~ Z p(r—n)Gy(n,n')p*(r'—n’) (13)

mit der Wannier-Funktion ¢(r) des Leitungsban-
des. Gl. (13) wiirde wegen der Vollstindigkeit die-
ser Funktionen streng gelten, wenn beide Wannier-
Funktionen auBerdem unabhéingig voneinander
sdmtliche Binder durchlaufen wiirden. Eine Recht-
fertigung des Ansatzes Gl. (13) wird am Anfang von
Abschnitt 4 gegeben. Es soll zunichst eine Gleichung
fur die Funktion %, (n, n’) gewonnen werden. Ist
@ (r—n) um den Gitterpunkt n lokalisiert, so kon-
nen hierbei n und n’ ndherungsweise als die Gitter-
zellen gedeutet werden, in denen sich das Elektron
befindet. Um Gl. (12) mit dem Néaherungsansatz
Gl. (13) befriedigen zu konnen, ist auflerdem die
0-Funktion auf der rechten Seite durch die §-Funk-
tion im Leitungsband

Sr— )i S plr—mg*(r—m) (14)

zu ersetzen. Diese Ersetzung folgt aus der Voll-
standigkeitsrelation Gl. (9). Die bisher verwendete
Niherung (Ein-Band-Néherung) ist ebenso wie der
weitere Rechengang bis zum Ende dieses Abschnitts
aus der Theorie der Elektronen im idealen Gitter
bekannt 2.

Setzt man die Gln. (13) und (14) in Gl. (12) ein,
so ergibt sich unter Benutzung von GIl. (10) und
Beachtung der linearen Unabhéingigkeit von Wan-
nier-Funktionen mit verschiedenen Zentren [Gl. (7)]
sofort das unendliche Gleichungssystem

o+ p) Gom,n)—> By pn%o(m,n)

1 15

= O - (15)

Hieraus folgt iibrigens, daBl ¢, (n, n’) nur von der

Differenz n — n’ abhingt, doch soll davon kein Ge-

brauch gemacht werden. Man interpoliert jetzt die

nur fiir diskrete Argumente definierte Funktion

Yo (n, n') durch eine Funktion %, (r, r'), die fir

alle r und r’ erklart ist. Nach einer bekannten

SchluBweise2? ergibt sich dann aus Gl. (15) fur
Go(r, r') die Gleichung

(to+p—E(—10)Go(r,r')=06(r—r), (16)

die im nichsten Abschnitt weiter untersucht werden
soll. Der Operator E (—¢0) geht aus E (k) [Gl. (11)]
hervor durch die Ersetzung

k—>—id=—iddr. 17

Der Leser moge sich davon iiberzeugen, dal der
Ubergang von Gl. (15) nach Gl. (16) auch fiir deren
rechte Seiten korrekt durchgefiithrt wurde.

2. Quasiklassische Naherung

Bei einer klassisch-mechanischen Behandlung der
Leitungselektronen wiirde man den Wellenzahlvek-
tor k als Impuls ansehen und E (k) als Hamilton-
Funktion verwenden. Die zugehorige Geschwindig-
keit ist dann gegeben durch

v (k) = OE (k)/ok (18)

und besitzt i.a. nicht die Richtung von k. Eine Be-
wegung von einem Punkt r’ nach einem Punkt r
verlauft geradlinig-gleichféormig mit

(19)

v||r—r'.

2 Vgl. etwa J. M. ZmAN, Principles of the Theory of Solids,
Cambridge University Press 1965, Kap. 6.
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Die Bewegung moge mit Fermi-Energie erfolgen, d.h.
es gelte
Ek)=pu. (20)

Es sei angenommen, daBl die Gln. (19) und (20) fir
gegebenes r’ und r nach dem Impuls k eindeutig
aufgelost werden konnen; dieser Impuls werde mit
k(r, r') bezeichnet. Die Geschwindigkeit, mit der
nach Gl. (18) die Bahn durchlaufen wird, werde
v(r, r') genannt. Schlielich moge die Funktion

S(r,r'y=k(r,r')-(r—r') (21)
eingefiihrt werden fiir die
38 (r, r')jor = k(r, ') (22)

gilt.

Um jetzt Gl. (16) zu losen, wird die quasiklassi-
sche Niherung fiir Greensche Funktionen aus dem
Anhang von IIT verwendet. Man setzt also (genau
genommen fir o > 0)

Go(r,r')=fo(r,r)expiS(r, r')], (23)

wobei fir f, (r, r’) eine Differentialgleichung zu ge-
winnen und diese dann niaherungsweise zu 16sen ist.
Wenn man daran denkt, dal 4, (r, r') durch Inter-
polation aus % (n, n') erhalten wurde, scheint die
Exponentialfunktion reichlich schnell verénderlich;
das ist ein allgemeiner Mangel der Ein-Band-Néhe-
rung, den wir hinnehmen. Zunéchst bestéitigt man
jetzt wegen Gl. (22)

—10exp[tS(r,r)]fo(r,r') =exp[iS(r,r)] (k(r,r') — i0) fo(r,T'). (24)
Hieraus folgt sofort
E(—id)exp[iS(r,r')]fo(r,r')=exp[iS(r,r')]E(k(r,r') —i0) fu(r,r"). (25)
Wir betrachten den Gradienten als kleine GroBe und entwickeln
’ X . (OF oE 1 ©o2F

Das lineare Glied wurde symmetrisiert, obwohl diese einfache Symmetrisierung nicht aus Gl. (11) begriindet
werden kann; es scheint im Wesen der quasiklassischen Néherung zu liegen, daB die Nichtvertauschbarkeit
von Operatoren nicht mit aller Sorgfalt beachtet werden muf. Eigentlich ware auch das quadratische
Glied, in dem tiber doppelt vorkommende kartesische Indizes (i, j =1, 2, 3) zu summieren ist, zu symmetri-
sieren ; auf diesen Punkt kommen wir zuriick. Die Entwicklung wird nicht weiter fortgesetzt, als in GI. (26)
angegeben ist.

Man setzt jetzt die Entwicklung Gl. (26) in Gl. (16) ein und erhélt zunachst Gl. (20). Die klassische
Teilchenbahn, mittels derer S(r, r’) berechnet wurde, wird also tatsichlich mit Fermi-Energie durch-
laufen. Fithrt man im linearen Glied gemal Gl. (18) die Geschwindigkeit » (r, r') ein, so ist im Sinne der
quasiklassischen Néherung weiter zu fordern

.8 1 dv(mr )
v(r,r) 5.+ 2‘*v(ar;r')*+w]fm(",")=0- (27)
Die Losung ist (fiir @ > 0) gegeben durch symmetrischen Tensor ein durch
, const o|lr—r| (L) __OE (30)
folr, ') =-__ 1 (— 'W("‘?,T')ilﬁ); (28) m )iy = ok ok;

Der inverse Tensor werde mit m;; (= Massentensor),
seine Determinante mit det (m) bezeichnet. Bekannt-
lich ist det(m) gleich dem Produkt der drei Eigen-
werte von mjx. Der Massentensor ist besonders ein-
fach gebaut fir kugelférmige Energieflichen, d.h.

wegen der Einzelheiten vgl. man III, Anhang. Die
noch offene Konstante, die i.a. von der Richtung
des Vektors r — r’ abhingt, ist schliellich aus

B e N=20(r—r) (29
5}?%”6”“’("'.)_ (r—r') (29)

fir
zu gewinnen. E (k) = f(K2]2). (31)
Die Koeffizienten in Gl. (29), die i.a. noch von der : = y
: h Gl. (18) gil hst =fki, (32
Richtung des Vektors r—r’ abhidngen, haben die S (18) gilt dann zundchst o = f'ki, (32)
Dimension einer reziproken Masse. Man fiihrt einen  was dazu fiihrt, m* = 1/f’ (33)
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als effektive Masse zu bezeichnen. Weiter folgt

(;1;)” = ["0i + [ kik; (34)
und hieraus
— Y w2 35
ij 1] 1+ k2m* 7 M99 (35)
SchlieBlich ergibt sich
det (m) = m*3|(1 + k2m*f"). (36)

Fir die weiteren Rechnungen muf} vorausgesetzt
werden, daB3 der Massentensor positiv-definit (oder
negativ-definit) ist. Fur kugelférmige Energiefla-
chen bedeutet das (auBer m* =+ 0)

1+ k2m*f’'>0. (37)
Es bleibt noch die Aufgabe, Gl. (29), d.h.
1 ’ F 4
(,”T)“ % dfolr, ) =20(r—r), (38)

zu 16sen. Wir machen die scheinbar grobe Néherung,
daB wir die r-Abhéangigkeit des Tensors (1/m);; ver-
nachléssigen ; dann ist auch keine Symmetriesierung
erforderlich. Unter dieser Voraussetzung kann Gl.
(38) fiir definiten Massentensor durch eine affine
Transformation (neue Koordinaten s und s’) in die
Gleichung

Ahy(s,8')=0(s —§') (39)
ibergefithrt werden, deren Losung durch
ho(s,8')=—1/47|s — 8| (40)
gegeben ist. Damit folgt als Losung von Gl. (38)
det (m)
folr, r) = :{:2:1 Vm;k(xj—xj ) (2 — 2'k) ° (41)

wobei das obere Vorzeichen fiir positiv-definiten,
das untere fiir negativ-definiten Massentensor gilt.
Beachtet man noch GI. (28), so erhilt man schliel3-
lich (fir w > 0)

fo(r,r') =
q___271"/ det/(m

mix (2 — xj)(z'lc —a'k) exp (—

(42)
o|r— r’[) ‘

lo(r.r)|

Mit der Naherung Gl. (13) ergibt sich hieraus
K,(r,r) Z p(r—n)

mm’

—m)Z,(n,n') g (m', m) (p*(r'vg n)p(r'—m).

Hier mul} die Abhéngigkeit des Massentensors von
der Richtung der Bahn natiirlich beachtet werden.
Fir kugelféormige Energieflichen ergibt sich wegen
der Gln. (35) und (36) einfach

folr,r')=— *r|exp< 7w|7v |> (43)

Es tritt nur noch die effektive Masss m*, aber nicht
mehr die Grofle f' auf; allerdings wurde bei der Ab-
leitung eigentlich Gl. (37) vorausgesetzt. Gl. (43)
unterscheidet sich von der fiir freie Elektronen giilti-
gen nur durch die Ersetzung der Elektronenmasse m
durch die effektive Elektronenmasse m*. Obwohl
die Energieflichen in der Umgebung der Fermi-
Flache i.a. nicht Kugeln sind, soll nur dieser Fall
weiter verfolgt werden.

27 |r

Den Massentensor bei der Losung von Gl. (38)
konstant zu setzen, scheint eine grobe Naherung zu
sein. Eine genauere Rechnung wird nicht nur kom-
plizierter; sie fihrt auch (etwa fur kugelformige
Energieflichen) zu einem FErgebnis, das sich zur
Festlegung der Konstanten in Gl. (28) nicht ver-
wenden laf3t. Obwohl unsere Ableitung zugegebener-
maBen Liicken enthilt, glauben wir, dafl Gl. (42) im
Sinne der quasiklassischen Naherung korrekt ist.

3. Integralkern und Verteilungsfunktion

Bei einem Ubergang zweiter Ordnung zwischen
normalleitendem und supraleitendem Zustand exi-
stiert eine Losung der linearen Integralgleichung

AR =gT[> Ko(r,r)A(r)d3r  (44)

fiir das Paarpotential A (r). Die Bezeichnungen wur-
den in den vorangehenden Arbeiten mehrfach er-
lautert. Es gilt insbesondere im sauberen Leiter,
d.h. ohne Fremdatome,

Ky(r,r')=Gy(r,r)Gu*(r', r). (45)

(46)

Wegen Gl. (44) zeigt das Paarpotential also schnelle Schwankungen mit der Periode des Gitters, die

physikalisch nicht interessant sind. Wegen der Gln. (7) und (8) kann man aber in GI. (

44) beziiglich der

Variablen r leicht iiber einige Gitterperioden mitteln und erhalt

Ar)=gT [2 > Golrn)

o nm'

g (m',r) p*(r' —n)p(r' —m')A(r)d3r .

(47)
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Das ist keine Integralgleichung mehr. Wiirde man
auch unter dem Integral das geglittete A (r) ein-
setzen, so wiirde sich nach derselben SchluBweise

A(r)=gT (> H o(r,r)A(r)d3 (48)

mit Ho(r,r)=Gu(r,r)Gu*(r',r) (49)

ergeben. Diese Ersetzung ist jedoch nicht zuléssig,
da nicht nur 4(r), sondern auch K, (r, r’) bezig-
lich der Variablen r’ mit der Gitterperiode schwankt.
Die rechten Seiten der Gln. (47) und (48) unter-
scheiden sich aber nur durch einen konstanten Fak-
tor, der im wesentlichen durch den Verlauf von ¢ (r)
bestimmt ist. Er kann in eine Umnormierung der
Kopplungskonstanten g aufgenommen werden. Von
nun an sei Gl. (48) in diesem Sinne verstanden.

Fir Metalle ohne Fremdatome, ohne Magnetfeld
und mit einem einzigen Leitungsband mit kugel-
formiger Fermi-Fliche folgt aus den Gln. (23) und
(43), wenn man IIT, Abschnitt 1 heranzieht und
hierbei

E(ky=E(—k), S(r,r)y=8(,r) (50)

beachtet, die folgende Aussage: ", (r, r') kann aus
einer Verteilungsfunktion ¢4 (r, v; r') im Phasen-
raum der Variablen r und v gemif

Ho(r,r') =m*20$gq(r,v; r')dQ (51)

gewonnen werden, wobei g, (r, v; r’) der Differen-
tialgleichung (Laplace-Transformierte einer Boltz-
mann-Gleichung ohne Streuterm)

@2|o|+v-9)gu(r,v;r) = 2a)2d(r —r') (52)

gehorcht. Damit ist ein wesentliches Teilziel der
Arbeit erreicht. Es sei noch daran erinnert, daf die
Zustandsdichte N mit der effektiven Masse gemél

N = (2n)3 [0[E (k) — u]d3k = m*2v/272 (53)
zusammenhéangt.

Es soll nicht versucht werden, im Sinne von III
die verschiedenen weiteren Formen der Boltzmann-
Gleichung abzuleiten. In Gegenwart von Fremd-
atomen ist Gl. (49) zu ersetzen durch

Haor, )= {Go(r,r)Gu*(r',r)), (54)

wobei die spitzen Klammern eine Mittelung iiber die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Orte der Fremd-
atome bedeuten. Nach den Erorterungen von III,
Abschnitt 2 leuchtet wohl ein, dafl fiur Metalle mit

Fremdatomen auch jetzt gilt
@Clo|+v-0+nvo(w))go(r,v;r)
— nvﬁrdag;’)vl Jo(r,v';r')dQ’
= (2a)20(r—r').

(55)

Da die Impulsabhéngigkeit der Energie E (k) gegen-
iiber dem Fall freier Elektronen abgedndert ist, wird
die anschauliche Deutung der neu eingefiihrten
GroBlen do/dR2 und o als differentieller und inte-
grierter Streuquerschnitt etwas problematisch. Im
Prinzip kann ¢ jetzt von der Richtung des Geschwin-
digkeitsvektors » und do/df2 von den Richtungen
von v und v’ einzeln abhingen. Der Einfachheit
halber wird man aber wohl mit richtungsunabhéngi-
gem ¢ und mit einem do/d{2 rechnen, das nur von
dem Winkel zwischen » und v’ abhangt. Fiir kugel-
formige Fermi-Flichen ist diese Annahme iiberdies
physikalisch plausibel. Dal fir nichtmagnetische
Fremdatome auch jetzt

o(v) = [do(v', v)/dQ]d (56)
gilt, wird in Abschnitt 4 begriindet.
Die Ersetzung
0>0=0+2ied(r) (57)

in Gegenwart eines Magnetfeldes 1a8t sich offenbar
hier im Gegensatz zum Fall freier Elektronen nur
schwer gut rechtfertigen. Diese Ersetzung wird
durch das Eichverhalten der Funktion K, (r, r')
zwar nahegelegt (vgl. II, Anhang 1), aber natiirlich
nicht bewiesen. Sie diirfte mit der Peierlsschen
Néherung in der Theorie der Metallelektronen ver-
wandt sein. Trotz deutlicher Méangel in der Be-
griindung schlagen wir vor, Gl. (57) zu verwenden.

4. Allgemeine Eigenschaften des Integralkerns

Die Greensche Funktion G (r, r') kann in der
hier stets verwendeten Naherung unabhéngiger Teil-
chen in der Form

Golr,r) = 5 Lnlvnls)
m

TW— Nm (58)
geschrieben werden; vgl. auch Gl. (I.4). Die wy,(r)
sind normierte Ein-Teilchen-Funktionen; die 7, be-
deuten um das chemische Potential (Fermi-Energie)
verringerte Ein-Teilchen-Energien. Wegen des Nen-
ners tragen im wesentlichen Zustdnde in der Um-
gebung der Fermi-Kante (1 A 0) bei. Dies ist, wenig-
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stens bei fehlendem Magnetfeld und fehlenden
Fremdatomen, die Rechtfertigung des Néherungs-
ansatzes Gl. (13).

Falls Fremdatome vorhanden sind, gilt Gl. (58)
fiir eine feste rdumliche Verteilung dieser Atome.
Bei Berechnung von % (r, r’) ist entsprechend
Gl. (54) im Prinzip uber alle moglichen raumlichen
Verteilungen der Fremdatome zu mitteln. Da aber
die Gln. (64) bis (68) von den Orten der Fremdatome
nicht abhingen, braucht die Mittelung tatsachlich
gar nicht ausgefiihrt zu werden.

Aus Gl. (58) folgt sofort

Go(r, r')=Gg(r,r). (59)

Bei Invarianz gegen Zeitumkehr (kein Magnetfeld,
keine magnetischen Fremdatome) gilt sogar

Gw(": r,) = Gw("’a r) 5 (60)
vgl. I, Abschn. 1. Aus den GIn. (13) und (59) ergibt
sich die entsprechende Beziehung

Go(n,n')=9,(n', n) (61)
fir 9, (n, n’) sowie
Gu(r,r) = (', 1) (62)

fiir das interpolierte %, (r, r’). Es ist mit der Zeit-
umkehr-Invarianz von Gl. (3) vertraglich, die
Wannier-Funktion ¢(r) reell zu wahlen. Ob ¢ (r)
dann allerdings noch um r=0 lokalisiert werden
kann, soll nicht untersucht werden. Fiir reelles ¢ (r)
folgt aus Gl. (60)

Go(r,r')=Gu(r',r). (63)

Der Kern X, (r, r') [GIn. (49) und (58)] ist bei
Invarianz gegen Zeitumkehr [Gl. (63)] reell und
nicht negativ,

Ho(r,r')=0. (64)

Ferner folgt in diesem Fall die Symmetriebeziehung
Hor,r')y=H o, r). (65)
Unter allgemeineren Bedingungen ergibt sich aus
Gl. (62) lediglich die Hermitezitat
K olr,rYy=H o(r,r). (66)

Bei Invarianz gegen Zeitumkehr gewinnt man aus
den GIn. (45) und (58) ferner

[Ko(r,r)d3r=3 Jwn ()2

> e 6D

vgl. Gl. (I.11). Fiihrt man wie in I die Summe auf
der rechten Seite niherungsweise aus und mittelt

iberdies beide Seiten beziiglich r’ iiber einige Gitter-
perioden wie am Anfang von Abschn. 3, so ergibt
sich schlieBlich die Summenregel von DE GENNES

[Holr,r)d3r=aN@E) 0| (69)

Hier ist N (r') die Zustandsdichte gemaf3 Gl. (53),
in der die effektive Masse m* und die Fermi-Ge-
schwindigkeit » vom Ort r’ abhidngen koénnen.
Gl. (68) ist mindestens richtig bei fehlendem Magnet-
feld und fehlenden Fremdatomen. Es leuchtet aber
ein, daB sie allgemeiner gilt.

Es soll jetzt geprift werden, ob die Methode der
Korrelationsfunktion, d. h. die Gln. (51), (52), (55)
und (57), wirklich zu den abgeleiteten allgemeinen
Beziehungen fithrt. Damit Oberflichen und Grenz-
flichen keine Rolle spielen, sei zunéichst ein unend-
lich ausgedehntes homogenes Metall angenommen.
Wir konnen uns weitgehend auf I, Abschn. 4 be-
rufen. Nur Gl. (64) wurde dort weder aufgestellt
noch untersucht. Wie im Anhang genauer ausge-
filhrt wird, ist Gl. (64) bei fehlendem Magnetfeld
und fehlenden Fremdatomen stets, bei Anwesenheit
von Fremdatomen aber fiir

do (v, v')/dQ =0 (69)

giiltig. Gl. (68) folgt nach der Methode von I, Ab-
schn. 4, falls Gl. (56) erfullt ist. Gl. (65) ergibt sich
bei fehlendem Magnetfeld, falls (70)

g(v)=o0(—v), do(v,v)/dQ2 = do(— v, —v)/dQ

gilt. Wird das Magnetfeld durch Gl. (57) eingefiihrt,
so folgt entsprechend Gl. (66).

In I, Abschn. 4 wurde eine halbphidnomenologi-
sche Randbewegung auf der Oberfliche von Me-
tallen formuliert [Gl. (I.53)]. In ihr trat ein Re-
flexionskern auf, fir den einige allgemeine Bedin-
gungen [Gln. (I.55) bis (I.58)] angegeben wurden,
aus denen die allgemeinen Eigenschaften von
K, (r, r') folgten. Man tiberzeugt sich leicht davon,
daB sich hieran nichts dndert.

Die Formulierungen des Abschn. 3 sind allgemein
genug, daB es sinnvoll wird, auch Grenzbedingungen
auf der Kontaktfliche zwischen verschiedenen Me-
tallen aufzustellen. Hiervon handelt der nichste
Abschnitt.

5. Kontaktflichen

Wie bereits in Abschn. 3 soll angenommen wer-
den, daBl die betrachteten Metalle ein einziges Lei-
tungsband mit kugelférmiger Fermi-Fliche (oder



8 G.LUDERS

genauer: kugelformigen Energieflichen in der Néihe
der Fermi-Kante) besitzen. Diese Annahme stellt
natiirlich eine Vereinfachung der wirklichen Ver-
haltnisse dar. Die elektronischen Eigenschaften der-
artig idealisierter Metalle werden weitgehend durch
irgend zwei der folgenden Grofen beschrieben: Zu-
standsdichte N, Fermi-Geschwindigkeit v, effektive
Elektronenmasse m*. Zwar wird auch die auf einen
gemeinsamen Nullpunkt bezogene Fermi-Energie
verschiedener Metalle, etwa in Form der Austritts-
arbeit angegeben, i. a. verschieden sein. Bringt man
jedoch zwei Metalle an einer gemeinsamen Grenz-
fliche in Kontakt, so bildet sich durch den Zu- und
Abflul von Elektronen an der Kontaktfliche eine
elektrische Doppelschicht aus. Sie ruft ein elektri-
sches Potential hervor, welches eine zuséatzliche
potentielle Energie der Elektronen bewirkt. Die
Gesamtenergie der Elektronen an der Fermi-Kante
wird hierdurch in beiden miteinander in Kontakt
befindlichen Metallen gleich grof3. Sie stimmt iiber-
ein mit dem (elektro-)chemischen Potential, das ge-
maf der Thermodynamik in beiden Leitern den
gleichen Wert haben mufl. Wenn man sich fur die
Verhiltnisse in der diinnen Ubergangsschicht nicht
interessiert, wird eine zuséatzliche Charakterisierung
der beiden Metalle durch ihre jeweilige Fermi-
Energie also tuiberfliissig.

Fir die Theorie der Supraleitung sind auch die
Kopplungskonstanten g und die Abschneidefre-
quenzen der w-Summen (Debye-Frequenzen) in den
verschiedenen Metallen wichtig. Sie treten aber erst
bei der Formulierung und Losung von Gl. (44) bzw.
Gl. (48) auf, wihrend wir uns hier auf die Gewinnung
des Kernes £, (r, r') bzw. der Verteilungsfunktion
Jo(r, v; r') beschranken.

Wir sind jetzt in der Lage, halbphdnomenologi-
sche Grenzbedingungen fiir die Verteilungsfunktion
Jo(r, v; r') auf der Kontaktfliche zweier Metalle zu
formulieren. Wir gehen dabei entsprechend vor wie
in I bei Aufstellung von Randbedingungen auf
Oberflichen. Es sei eine Grenzfliche zwischen zwei
Metallen 1 und 2 gegeben; r sei ein Punkt auf der
Grenzfliche (Abb. 1). Die Verteilungsfunktionen
auf beiden Seiten der Grenzfliche sind im Punkt r
fiir beliebiges r’ miteinander zu verkniipfen. ve; und
va1 seien Geschwindigkeitsvektoren, deren Lénge
durch die Fermi-Geschwindigkeit im Metall 1 ge-
geben ist; sie treten auf in der Verteilungsfunktion
fiir diesen Leiter. Der Vektor ve; weise im Metall 1
auf die Grenzfliche hin (e = einlaufend), der Vek-

Abb. 1. Kontaktfliche zwischen zwei Metallen.

tor v,1 von ihr fort (a = auslaufend). Entsprechend
seien die Vektoren ves und wyo erklirt. Dann soll
gelten

Jo(r, va1;r') = IRI (va1, Ve1) Jo(r, ve1; ') dQe1
+ [ D1(va1, ve2) guo (r, vea; 1) de2  (71)

mit Integration tiber die jeweiligen Halbkugeln der
Geschwindigkeitsrichtungen. Eine entsprechende
Beziehung soll gelten bei Vertauschung der Metalle
1 und 2.

Der (i. a. noch von r abhingige) Reflexionskern
Rj (va1, ve1) beschreibt die Umkehr von Elektronen,
die im Metall 1 auf die Grenzfliche auftreffen,
wiahrend der Transmissionskern Dj(va1, ve2) den
Durchschnitt von Elektronen aus dem Metall 2 in
das Metall 1 wiedergibt. Die vier Integralkerne, die
die Kontaktfliche kennzeichnen, haben einige all-
gemeine Bedingungen zu erfiillen

R (va1, ve1), Di(va1,ve2) =0,

N {" *Ve1 + f(" * va1) B1(va1, ve1) d-Qal}
= N3 [ (n- vag) D2(vaz, ve1) dQa2, (73)

(72)

(n* va1) R1(va1, ve1)

= — (n - ve1) R1(— Ve1, — va1), (74)
N1(n-va1) Di(va1, ves)
= Na(n-vez) Da(— ve2, —va1),  (75)

| Ri(va1, ve1) dQe1 + [ D1(va1, ve2) dQe2 = 1. (76)

Gl. (73) kann aus den iibrigen abgeleitet werden.
Wegen ihrer einfachen physikalischen Bedeutung
und wegen der aus ihr zu ziehenden Folgerungen
wird sie jedoch ebenfalls angegeben. n stellt die
Normale auf der Grenzfliche im Punkte r dar.
AufBler den angeschriebenen Gleichungen (bzw. Un-
gleichungen) (72), (73), (74) und (76) sind auch die
entsprechenden mit Vertauschung der Metalle 1
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und 2 zu fordern. Es ist bemerkenswert, daB in den
vorstehenden Bedingungen die Zustandsdichten N
und N3 und die Fermi-Geschwindigkeiten in den
beiden Leitern auftreten. Da8 beide Reflexionskerne
identisch verschwinden, ist nur fur Niv; = Nave
moglich; dies folgt sofort, wenn man Gl. (73) fir
R; =0 iiber alle Richtungen von ve; integriert und
hierbei Gl. (76) (mit Ersetzung von 1 durch 2) fir
Ry =0 beachtet. Fiir identisch verschwindende
Transmissionskerne besteht kein elektrischer Kon-
takt zwischen den beiden Metallen; Gl. (71) und die
Gln. (72) bis (76) gehen in die aus I bekannten fiir
die Reflexion an einer Oberflache iiber.

Bei fehlendem Magnetfeld und fehlenden magne-
tischen Zusitzen kann g, (r, v;r’) (oder besser:
Jo(r, k; r') mit Ersetzung der Geschwindigkeit v
durch den Impuls k) als Verteilungsfunktion im
Phasenraum im Sinne der statistischen Mechanik
angesehen werden. Allerdings ist der Zusammen-
hang zwischen Energie und Impuls i. a. komplizier-
ter als fir freie Teilchen. In der statistischen Me-
chanik gilt g, (r, v; r') =0; Gl. (72) sorgt dafir, dafl
diese Aussage auch in Gegenwart von Grenzflachen
richtig bleibt. In der Theorie der Supraleitung folgt
aus ihr Gl. (64). Gl. (73) bedeutet im Sinne der sta-
tistischen Mechanik, daB3 sich die Zahl der Bild-
punkte im Phasenraum beim Durchtritt durch die
Grenzflache nicht dndert. Aus ihr folgt die Summen-
regel Gl. (68), wie gleich gezeigt werden soll. Es

sei betont, daBl die Kontinuitit der elektrischen
Stromdichte im Sinne von V nicht eine Folge der
Gl. (73), sondern der Gln. (74) und (75) ist. Gl. (76)
bedeutet, daB3 die mikrokanonische Gesamtheit sta-
tiondre Losung der zeitabhingigen Boltzmann-
Gleichung [Gl. (A.2)] ist; vgl. I, Abschn. 4. Die
GIn. (74) und (75) héingen mit der Invarianz gegen
Zeitumkehr zusammen; aus ihnen folgt die Sym-
metrie Gl. (65) bzw. die Hermitezitit Gl. (66).

Es soll jetzt gezeigt werden, daB3 Gl. (68) in der
Tat eine Folge der Gl. (73) und der Gln. (56) und
(1.56) ist. Hierzu braucht man nur Gl. (55) mit der
Zustandsdichte desjenigen Metalls zu multiplizieren,
in dem der Punkt r liegt. Dann wird iber alle Rich-
tungen des Vektors v und iiber alle r integriert.
Wenn man dann noch die Gln. (51) und (53) be-
achtet, ergibt sich sofort Gl. (68). Der Beweis von
Gl. (65) bzw. Gl. (66)-aus den Gln. (74) und (75)
sowie den Gln. (70) und (1.57) 146t sich nach dem
Muster von I, Anh. 4 ebenfalls leicht fiihren.

Die halbphédnomenologischen Grenzbedingungen
Gl. (71) konnen u. a. dazu benutzt werden, Grenz-
bedingungen fiir 4 (r, r') im Rahmen von DE
GENNESs Diffusionsndherung zu gewinnen3. Da die
allgemeinen Bedingungen Gl. (72) bis (76) die Zu-
standsdichten und Fermi-Geschwindigkeiten in den
aneinander grenzenden Metallen enthalten, treten
diese GroBen auch in den Grenzbedingungen fiir
A o (r, r') auf.

Anhang: Diskussion von Gl. (64)

Es ist zweckmaBig, eine zeitabhingige Verteilungsfunktion g (r, v,¢; v’) zu betrachten, aus der g, (r, v; r')

durch eine Laplace-Transformation

Jo(r,v;r') = [exp(—2|w|t)g(r,v,t;r')dt
0

(A1)

hervorgeht. Fiir sie gilt statt Gl. (55) die Integro-Differential-Gleichung

(%—}— v-a+nva(v))g(r, v,t;r') —nv @ —q0 9

mit der Anfangsbedingung

g(r,v,0;r")= 2n)20(r—r').

do (v, v')

(r,v,t;r)dQ2" =0 (A.2)

(A.3)

Im unendlich ausgedehnten homogenen Metall kann GI. (A.2) mit Gl. (A.3) in eine Integralgleichung

g(r,v,t;r')= 2a)28(r — r' —vt)exp[—no(v) |r —r'|]+

+n/dsexp[—no(v)|r— r”|](ﬁd.Q’

r—ot

do (v, V')

de

(A.4)

g(r”, vl’tll; rl)

umgewandelt werden, die nahezu unmittelbar einsichtig ist. Das Integral wird von r — vt nach r iber die
Verbindungsgerade mit dem Linienelement ds erstreckt. Die Punkte auf dieser Geraden tragen die
laufende Koordinate r’’; ein Teilchen, das zur Zeit ¢ mit der Geschwindigkeit v in r eintrifft, war zur
Zeit t'' in r”’. 3 K. UsapkL, Gottinger Dissertation, 1967.
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Aus Gl. (A .4)liest man jetzt ab: Bei Voraussetzung
von Gl. (69) ist g(r, v, t; r') <0 nur moglich, falls
dies auch schon zu einem fritheren Zeitpunkt ¢
(fiir r"” und gewisse v') galt. Fiirt =0 warg (r,v,t; r')
gemaB GI. (A.3) aber sicher nicht-negativ. Wir ver-
muten, daf} sich dieser Gedanke zu einem vollstéin-
digen Beweis dafiir ausbauen 1af3t, dall g (r, v, t; r')
und damit nach Gl. (A.1) auch gy (r, v; r’) nicht
negativ sein konnen.

In Gegenwart von Oberflichen und Grenzflichen
kann eine Verallgemeinerung der Integralgleichung
(A.4) angegeben werden, aus der man bei Voraus-
setzung von Gl. (I.55) und GI. (72) genauso schlie3en
kann.

Falls sich der Beweisgedanke zu einem vollstan-
digen Beweis ausbauen laflt, kann auch leicht ein

Eindeutigkeitssatz bewiesen werden: g, (r, v;r')
ist durch Gl. (55) (auch mit der Ersetzung Gl. (57))
und die Rand- und Grenzbedingungen Gln. (I1.53)
und (71) eindeutig gegeben. Man hat nur zu zeigen,
daB die Differenz zweier Losungen verschwindet.
Sie gehorcht Gl. (55) mit verschwindender rechter
Seite. Die gemal Gl. (A.1) zugeordnete zeitabhéin-
gige Verteilungsfunktion verschwindet fiir ¢t =0. In
Gl. (A.4), in der der Integralkern in Gegenwart eines
Magnetfeldes durch einen Phasenfaktor zu ergénzen
ist, verschwindet daher der inhomogene Anteil. Aus
der Integralgleichung liest man jetzt ab: Falls
g(r,v,t;r') +0 zu einer Zeit ¢ gilt, mull dieselbe
Ungleichung auch schon zu fritheren Zeiten be-
standen haben. Sicher war sie aber bei ¢{ =0 nicht
erfillt.



